Nous allons prouver un résultat plus général. Le lecteur qui ne souhai-
terait qu'une solution pour le cas n# = 3 pourra sans difficulté faire
abstraction des lemmes et détailler I'algorithme (deux étapes).

Théoréme :

Soit # = 2 un entier. Si l'ensemble A = {1,2, ..., [n.nle] + 1}
est décompaosé en n parties deux a deux disjointes quelconques,
alors I'équation x + y = z admet une solution en entiers deux a
deux distincts et appartenant 3 une méme partie,

Prewve : Soit n = 2 un entier.

k-2
On défimt la suite (o) par oq,::lun.(k—l)!zgi pour
/ 1=d)
k:1.2,....n+1,avcclaconventionZ:Opouri:»i.

En particulicr, on 2 &y = 1 et @ € B pour tout k.



Lemme 1:
Onaa,,; =|mate] + 1.

1 1

Prewuve du lewne 1 : Onaa,,,,=nol#n.n!. 5:1,.,,_,“25-
=0 i)

Or, e=25, donc «,,4 = nnle+ 1 — nnR, ou R, = Z,-_.'

=t H

Ainsi, R, = 0 et:

B | 1
R, = n_!(n+1 T )ne2) ‘)

1, 1 1
& ;E((nn)* (n+ 1) ’)
1

ri.m!

Donc: o,y < nnle+ 1 < «,,; + 1. Et, puisque @, est entier,on a
bien a,,; = [rn.nle] + 1.

Lemme 2:

Pourtout k = l,onaay,, =klag+n—k+1)+ 1.

Prevwve du lemme 2: Soitk = 1. Ona:

k-1

akol_I 1
g =1tk 1)!%17!-
k—zl
=I§n+n(k—l)!zi-!
=0

=1+m+ap — k, don la conclusion,

Revenons au théoréme. On note que pour des entiers strictement posi-
tifs, si x +y = z alors les seuls qui puissent étre égaux sont x et y.

On se donne une décomposition arbitraire de A = {1, 2, ..., 0, } en
7 parties deux a deux disjointes.

Pour Ec Aetac A,onnote A, =[x —a|x€ Eetx > a}.

On considére alors 1'algorithme suivant :

(1) Poser § = cnsemble des parties formant la décomposition.
Continuer.

{2) Choisir un des éléments de S qui contient le maximum d'éléments.
L'appeler Ay . Poser S = S — {A;}. Continuer.

(3) Poser Eqy = Ay, ay =minE,, F;=A4,(F)\ {a,}. Continuer
(4) S1 Fy N A, # ¢, s"arréter. Sinon, poser p = 1 ¢t conunuer.

(5) Choisir un élément de S qui conrient le maximum d'éléments de
F,. Lrappeler A,,, . Poser § =5 — {Ay,,}. Continuer.

(6) Poser g,y = Apoy M Fy, apy=mink,,,,

J
Fper = 8g,,(Epa) — {Za,,.. (1i=0, 'l,....p}. Continuer
=0

r
(7) Si Fpy 0 (UA,—) # &, s'arréter. Sinon, continuer.

(8) Poser pr = p + 1. Aller en (5).

Proposition 1:
Pour wout p € {1, _..,n}. Si E, est construit par l'algorithme,
alors :

a. E;, conticnt au moins ¢, ;.1 + p + 1 éléments.

b. F, est construit et il contient au Moins o, 4, €léments.

Preuve de la proposition 1 : Par récurrence sur p.
e Si p = 1: D'aprés le principe des tiroirs, A contient au moins

”

o, 1 j R . .

;";’ = ! Z = éléements. Donc E, = A, contient au moins
1

20

n
1 i . .
1+ 2! E 5" o, + 2 cléments (le nombre d'éléments est entier et
=0

"y "’ est catier s ka demidre égalité découle du Jemme 2).

=0
Notons que ¢, + 2 = 2 et qu'ainsi a; est bien défini. Er dong, F
est construit. Apres différences (construction de 4, (E;), ce qui fait
diminuer le nombre d'éléments d'une unité) er élimination éventuelle
de ay , il reste donc au moins ¢, ¢léments dans F; . Ce qui prouve la
proposition pour £ = 1.



e Soit p fixé avec 1 < p < »n. Supposons que la proposition soit vraie
pour ce p et que Fy,; soit construit par ['algorithme.

Alors, d'aprés I'hypothése de récurrence, F, contient au moins o,, 5,4
»
éléments, aucun n'étant dans UA; sinon 1'algorithme se serait arrété

=1

en (7) et E,, n'avrait pas été construit. D'aprés le principe des tiroirs,

Ap.1 contient donc au moins ‘:1:;:— =y p+p+ 1+ =
de Fy, (cf. lemme 2).

1 éléments
P

Comme précédemment, on en déduit que F,,,, contient alors au moins
o, p+p+2 Eléments et donc que gy, est bien défini et Ky, est construit.
Aprés différences (—1) et éliminations éventuelles (pas plus de p + 1),
il reste au moins «,, , éléments dans Fy,,; .

Ce qui assure la conclusion au rang p + 1 er achéve la récurrence.
Remarque: Cela assure entre autre qu'il n'y aura pas de probléme de
défnition dans (6).
Cas n“1 : Si I'algorithme s'arréte par (4).
Alorsilexiste b € FynA, . Ainsi, b = g;—a; pourun certaing; € A, , et
b #a, puisque ay ¢ F, . Par suite, b +a; = a; dans A, , et la conclusion
du théoréme est assurée.
Cas n°2: Si I'algorithme s'arréte en (7), pour p < n.
Notons qu'alors il ne s'est pas arrété avant.
Proposition 2 :
Pour tout k € {1,...,p}, lenombre X; =a, +ap 1+ ... +a;
appartient a Fy.
Preuve de la proposition 2 : Par récurrence descendante.
e Pour k = p: on a directement X, = a, € E, par construction.

e Soient k € {2, ..., p} fixé. Supposons que X; € F . Alors, puisque
Ey € Fpy € A, (Exa), il existe x € Fy 4 tel que X = x — a3 4.
Ainsiy, Xp 1 = Xg+a,_y = xest dans Eg_;. D'ot la conclusion au rang

k—1.

Puisque 'algorithme s'est arréré en (7), c'est qu'il existe &k € {1, ..., p}
tel que F, N AL # #. Soitalors b=b, —a, € F,NAg,avech; € E,.

eSik=p:Alorsb € Fyetdonc b #a, . De plus, b+ ay, = b, dans A,
et la conclusion du théoréme est assurée.

eSik <p:Alors b, € E, C F, ;,donc:

ob, =b, —a, pouruncertainb, € B, CFy 235

o b;, = b;, — a, » pour un certain bi,€E, 2CF, 33

o etc.

o b;

{ P

= bly,bq

En sommant, il vientb=56, , -~ Xg.
Or, d"aprés la proposition 2, on a X € Ep C Ag . Dong, par construc-
tion, puisque b € F,,ona b # X, .

—a, pour un certain b, € Fp C Ag.

Etb+ X, = b, ,, dans Ag, ce qui assure la conclusion du théoréme.

Cas n°3: Si l'algorithme ne s'est pas arrété et donne la valeur

p=mnen(8).

Alors on construit A,., E,, F. et d'aprés la proposition 1, on a

Card(F,) > @y = 1. Donc, F, # ¢§. D'ou F, 1A = F, 0 (UA,) #
=1

¢. Lalgorithme s'arréte donc par (7). Le raisonnement du cas n°2

s'adapte en tour point, et la conclusion du théoreme est assurée,

Ft la démonstration du théoréme est achevee.

Remarques: Soit # = 1 un enticr. On note f(n) (resp. g(n)) le plus
petit enticr k > 0 tel que, si l'ensemble A = {1,2, ..., k} est divisé en
» parties deux a deux disjointes, alors I'équation x +y = z (¥) peut Etre
résolue en entiers deux a deux distincts (resp. distincts ou non) dans
une de ces parties.

3*+1
Un célebre théoréme de Schur [1] affirme que —; < g(n) < [nle].

Abbott et Hanson [2] ont prouvé que gin) = «{89)"* pour une certaine

2 1
constante ¢ > (0 et Whithead [3] que g{») < [n!(e ~ 3 4)] :

Le résultat ci-dessus affirme donc que fin) < [mnle] + 1. On sait [4]
que fil) =3, A2)=9, fi3)=24, fid)=67, fi5)=192. Makowski

[5] a prouvé que flr+ 1) = 2f(n)+ %n(n+ 1)+ 1. Cela permet d"obtenir

ﬁn);l"‘2 - },,’(n2 +3n7+6) pour n=1.



Notons enfin que Irving [6] a érudié le probleme général ou (%) est
remplacée par x; +x3 4+ ... +x, =z our = 2 est fixé ! [l a prouvé que:

g,(m) < [m!(r— 1) e71]
et fin} < [; nl {r—lj"{ru+1l£ﬁ+r11J_
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