
Conje
ture des serpents
1 Dé�nitionsOn re
ouvre une grille 
arrée ave
 des serpents : un serpent est une ligne qui se dépla
e enpassant d'une 
ase à une de ses 4 voisines dire
tes. De plus, le serpent ne peut passer deux foissur la même 
ase ; et en�n, le serpent doit respe
ter un sens de par
ours : soit il s'agit d'unSցտ, se déplaçant du nord-ouest vers le sud-est, soit il s'agit d'un Sրւ, se déplaçant du nord-estvers le sud-ouest.Quelques 
as parti
uliers :� Un serpent horizontal S↔ est à la fois un Sցտ et un Sրւ.� Un serpent verti
al Sl est à la fois un Sցտ et un Sրւ.� Un serpent peut être restreint à une unique 
ase, auquel 
as on le note S·, et 
'est à la foisun S↔ et un Sl.

Figure 1 � Un Sցտ en rouge, un Sրւ en bleu, un S↔ en mauve, un Sl en vert et un S· en noir.On parlera de re
ouvrement lorsque toute 
ase d'un 
arrée est o

upée par un unique serpent :les serpents ne peuvent don
 se tou
her.On peut maintenant énon
er la 
onje
ture des serpents :Conje
ture 1 Tout re
ouvrement d'un 
arré de 
�té n 
ontient au moins n serpents.Cette 
onje
ture est di�
ile à prouver ; il est 
ependant trivial que n serpents su�sent à re
ou-vrir le 
arré, il su�t par exemple de prendre n S↔ de longueur n.2 Un 
as parti
ulier simpleIl est possible de démontrer le résultat dans un 
as plus simple, si l'on se restreint à un sens depar
ours :Proposition 1 Il faut au moins n serpents Sցտ pour re
ouvrir un 
arré de taille n× n.Ce résultat se démontre fa
ilement en plaçant des nombres entiers sur le 
arré 
omme dans la�gure 2. On observe alors qu'en se déplaçant le long d'un Sցտ, le nombre entier augmente de1 à 
haque nouvelle 
ase. Par 
onséquent, un Sցտ passe par au plus une 
ase étiquetée 0. Lerésultat se déduit alors du fait qu'il y a n 
ases étiquetées 0.



Figure 2 � Illustration de la démonstration.3 Idée générale de la démonstrationPour démontrer la 
onje
ture 1, on pro
ède par ré
urren
e sur la taille n du 
arré : on supposeque pour tout 
arré de taille n− 1, il faut disposer d'au moins n− 1 serpents pour le re
ouvrir ;on prend alors un 
arré de taille n et on essaie de démontrer que n serpents sont né
essaires.Considérons don
 un re
ouvrement d'un 
arré de taille n. S'il existe un serpent 
ouvrant deuxbords, 
omme sur la �gure 3, 
omme le reste de la �gure est un 
arré de taille n−1, en utilisantl'hypothèse de ré
urren
e, il est immédiat que le re
ouvrement 
ontient au moins n serpents.
Figure 3 � Serpent 
ouvrant deux bords.Mais en général, il n'existe pas de tel serpent. L'idée est alors d'utiliser des transformations, quivont modi�er le re
ouvrement jusqu'à en faire apparaître un ; et pour que la preuve fon
tionne,il est né
essaire que 
es transformations soit 
onservent soit diminuent le nombre de serpentsdu re
ouvrement. Ainsi, si de telles transformations font apparaître un serpent 
ouvrant deuxbords, on en déduit que le re
ouvrement 
ontient au moins n serpents, et la preuve est terminée.4 Transformations des re
ouvrementsNous dé
rivons dans 
ette se
tion un 
ertain nombre de transformations des re
ouvrements qui,rappelons-le, doivent 
onserver ou diminuer le nombre de serpents.Transformation 1 On peut prolonger un serpent si la 
ase adja
ente à son extrémité 
ontientl'extrémité d'un autre serpent.Par exemple, pour un Sցտ, il faut que la 
ase située au nord, ou 
elle à l'ouest, de l'extrémiténord-ouest du Sցտ 
ontienne l'extrémité d'un autre serpent, ou alors, que 
e soit le 
as de la
ase située au sud, ou de 
elle à l'est, de l'extrémité sud-est du Sցտ. L'autre serpent peut êtreréduit à un S· (
e qui diminuerait d'une unité le nombre de serpents du re
ouvrement).

Figure 4 � Transformation 1.



Transformation 2 On peut prolonger un serpent si la 
ase adja
ente à son extrémité 
ontientun serpent de même dire
tion.On 
oupe alors l'autre serpent avant de fusionner une de ses parties ave
 le serpent que l'onveut prolonger.
Figure 5 � Transformation 2.Transformation 3 Si un Sցտ tou
he le bord nord du 
arré, alors il est possible de le prolongerjusqu'au 
oin nord-ouest.
Figure 6 � Transformation 3.En e�et, quand le Sցտ progresse vers l'ouest, soit il ren
ontre un Sցտ et on utilise la transforma-tion 2, soit il ren
ontre un Sրւ et on utilise la transformation 1. Bien entendu, on peut énon
er
ette transformation ave
 des Sրւ, ou ave
 d'autres bords.Ce type de transformation est généralisable au 
as où un autre serpent joue le r�le du bord du
arré, 
e qui fournit la transformation 4.Transformation 4 On peut prolonger un serpent situé sous un autre jusqu'à l'extrémité del'autre serpent.L'énon
é n'est pas su�samment expli
ite, mais la �gure 7 illustre bien 
e qui se passe.

Figure 7 � Transformation 4.Transformation 5 Si un serpent est situé sour un autre de sens opposé, et si son virage estsitué sous l'extrémité de l'autre, on peut intervertir leurs parties horizontales.Là en
ore, le re
ours à la �gure 8 s'impose pour 
omprendre la transformation.



Figure 8 � Transformation 5.Transformation 6 Si un Sցտ est situé juste à gau
he d'un Sրւ, lequel 
ommen
e verti
alement,
omme sur la �gure 6, alors on peut les intervertir 
omme indiqué sur 
ette �gure.
Figure 9 � Transformation 6.La validité de 
ette transformation n'est pas immédiate ; on peut s'en 
onvain
re en 
onsidérantdeux 
as. Ou bien, le Sրւ oblique vers l'ouest à un endroit, 
omme dans la �gure 10, et dans 
e
as, le Sցտ est bloqué par le Sրւ et ne peut aller plus loin vers l'est. On le prolonge don
 jusqu'à
e qu'il atteigne le Sրւ (ave
 les transformations 1 et 2), puis on peut intervertir les serpents.

Figure 10 � Premier 
as de la transformation 6.Ou alors, le Sրւ est restreint à un Sl, et un argument similaire permet de 
on
lure.

Figure 11 � Deuxième 
as de la transformation 6.5 Argument de la démonstrationNous allons démontrer que quelque soit le re
ouvrement d'un 
arré de taille n, on peut appliquerun 
ertain nombre de transformations jusqu'à 
e qu'apparaisse un serpent restreint aux bordsdu 
arré (
omme dans la �gure 12). À l'aide de la transformation 3, on étend alors 
e serpentjusqu'à 
e qu'il re
ouvre entièrement deux bords du 
arré (
e qui est possible même si le serpent



Figure 12 � Serpent restreint aux bords du 
arré.était restreint à un unique bord, 
'est-à-dire un S↔ ou un Sl), 
e qui 
l�t la démonstration
omme vu à la se
tion 3.Il nous reste don
 à faire apparaître un serpent restreint aux bords du 
arré.5.1 Bord nord du 
arréConsidérons d'abord le bord nord du 
arré. Si le 
oin nord-ouest 
ontient un Sրւ, ou si le 
oinnord-est 
ontient un Sցտ, alors il s'agit d'un serpent restreint aux bords du 
arré, et le problèmeest résolu. Sinon, le 
oin nord-ouest 
ontient un Sցտ et le 
oin nord-est 
ontient un Sրւ. Chaque
ase 
ontenant soit un Sցտ, soit un Sրւ 1, il existe don
 deux 
ases juxtaposées du bord nordtelles que la 
ase de gau
he 
ontient un Sցտ et 
elle de droite un Sրւ.En utilisant la transformation 3 sur 
ha
un de 
es deux serpents, on les prolonge jusqu'aux
oins du 
arré, et on se ramène don
 au 
as de la �gure 13.

Figure 13 � Après la première étape.5.2 Itération du pro
édéOn reproduit ensuite le même pro
édé sous le Sրւ nouvellement 
réé, à l'aide 
ette fois de latransformation 4. On obtient alors généralement deux nouveaux serpents Sցտ et Sրւ ; mais ilest possible que seul un Sցտ soit 
réé, ou que seul un Sրւ soit 
réé.On re
ommen
e tant que 
ela est possible, toujours sous le Sրւ nouvellement 
réé ; mais deuxsituations peuvent 
onduire à l'arrêt du pro
édé.5.2.1 Premier 
as d'arrêtLe pro
édé s'arrête lorsqu'à une étape, seul un Sցտ est 
réé. On obtient alors un re
ouvrementdu type de 
elui la �gure 14 (en haut à gau
he), et on peut 
onstruire un serpent restreintaux bords du 
arré en partant du dernier Sցտ 
réé. Pour 
ela, on utilise de multiples fois lestransformations 2 et 5, suivant que le Sցտ que l'on étend est bloqué par un Sցտ ou un Sրւ,
omme illustré dans le reste de la �gure 14.1. Dans le 
as d'un Sl, il su�t d'arbitrairement le 
onsidérer 
omme Sցտ. Dans le 
as d'un S↔ou d'un S·,
e serpent est restreint au bord nord du 
arré et le problème est résolu.



Figure 14 � Premier 
as d'arrêt.5.2.2 Deuxième 
as d'arrêtLe pro
édé s'arrête également dès lors que sous le dernier Sրւ 
réé, il n'y a pas la pla
e de
ontinuer, 
ar 
e Sրւ est 
ollé au bord est.

Figure 15 � Deuxième 
as d'arrêt.On 
ommen
e alors par utiliser la transformation 6 pour amener le dernier Sցտ 
réé en 
onta
tave
 le bord. Il ne reste plus qu'à faire 
omme dans le premier 
as d'arrêt pour le transformeren un serpent restreint aux bords du 
arré.



Attention, le 
as présenté dans la �gure 15 est le 
as idéal, lorsque le dernier Sրւ 
réé est à
�té d'un Sցտ. En général, il est possible qu'il faille remonter plusieurs Sրւ avant de retrouverle dernier Sցտ 
réé, 
omme dans la �gure 16 où il y a trois Sրւ terminaux. Dans 
e 
as, on
ommen
e par aligner verti
alement 
es Sրւ terminaux, 
omme présenté à droite sur la �gure,puis là en
ore, le dernier Sցտ 
réé va devenir restreint aux bords du 
arré, d'abord en utilisantautant de fois la transformation 6 qu'il y a de Sրւ terminaux, 
e qui permet d'amener 
e Sցտ surle bord est ; puis, on termine 
omme dans le premier 
as d'arrêt.
Figure 16 � Deuxième 
as d'arrêt (�n plus 
ompliquée).


