
Question
En moyenne, combien de fois faut-il lancer un dé pour obtenir 3 fois 6 d’affilée ?

Solution par masab.

On note R(n) le cardinal de l’ensemble des suites (x1, x2, . . . , xn) ne contenant pas de triple
6. On a

R(0) = 1 , R(1) = 6 , R(2) = 36 , R(3) = 215
R(n) = 5R(n− 1) + 5R(n− 2) + 5R(n− 3) pour tout n ≥ 3

On note α, β, β̄ les 3 zéros du polynôme X3 − 5X2 − 5X − 5. On a les relations

σ1 = α+ β + β̄ = 5 , σ2 = β β̄ + β̄ α+ αβ = −5 , σ3 = αβ β̄ = 5 (1)

On pose

λ = (6− β) (6− β̄)
(α− β) (α− β̄)

, µ = (6− β̄) (6− α)
(β − β̄) (β − α)

, ν = (6− α) (6− β)
(β̄ − α) (β̄ − β)

(2)

On a
R(n) = λαn + µβn + ν γn pour tout n ≥ 0

Cette formule permet de définir

R(−1) = 1/5 , R(−2) = 0 , R(−3) = 0

Soient des entiers naturels k, n tels que 1 ≤ k ≤ n. On note S(n, k) le cardinal de l’ensemble
des suites (x1, x2, . . . , xn) telles que

(xk−2, xk−1, xk) = (6, 6, 6)

et telles quil n’y ait pas de triple 6 avant l’indice k. On a

S(n, 1) = 0 , S(n, 2) = 0 , S(n, 3) = 6n−3 , S(n, 4) = 5× 6n−4

S(n, k) = 5R(k − 4) 6n−k pour tout k ≥ 1

Le nombre de fois en moyenne qu’il faut lancer un dé pour obtenir un triple 6 est la limite
M de la suite Mn

Mn = 1
6n

n∑
k=1

k S(n, k)

Mn = 1
6n

n∑
k=1

5 k R(k − 4) 6n−k

d’où

M =
+∞∑
k=1

5 k R(k − 4) 6−k

M = 5λ
6α3

+∞∑
k=1

k

(
α

6

)k−1
+ 5µ

6β3
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k=1

k

(
β

6

)k−1
+ 5 ν

6 β̄3

+∞∑
k=1

k

(
β̄

6

)k−1

M = 5λ
6α3

(
1− α

6

)−2
+ 5µ

6β3

(
1− β

6

)−2
+ 5 ν

6 β̄3

(
1− β̄

6

)−2

En utilisant (2) puis (1) il en résulte que l’on a M = 258 .
Il faut lancer en moyenne un dé 258 fois pour avoir un triple 6.


